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１９７７年，美籍法国数学家曼德布罗特（Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ）首次提出了分形
理论（ｆｒａｃｔａｌ ｔｈｅｏｒｙ）。分形理论是描述具有无规结构的复杂系统结构形态
的一门新兴边缘科学。在过去的几十年中，分形学已成功地应用于许多
不同学科的研究领域，其应用范围涉及力学、物理学、化学、生物科学、材
料科学、地球科学、工程技术甚至社会科学等诸多学科［１］。混凝过程中絮
凝体的形成与溶液的化学、水力学及动力学扩散聚集之间的关系很复
杂，对于混合、凝聚、絮凝及后续分离流程等众多连续发生的重要过程与
现象中所具有的纷繁复杂性和混沌性，传统理论难以定量描述。分形理
论的出现使人们对混凝过程中的无序现象和无规形态获得更清楚的认

识逐渐成为可能，这为改进混凝工艺和研究混凝机理提供了强有力的工

具。

１ 分形理论基本要点

分形是指组成部分以某种方式与整体相似的形，是一类无规则、混
乱而复杂但其局部与整体有相似性的体系，其体系的外表特征一般是极

其破碎、无规则和复杂的，内部特征则是具有自相似性和标度不变性。自
相似性是指把考察对象的部分沿各个方向以相同比例放大后，其形态与

整体相同或相似［２］；标度不变性是指所研究的客体与尺度无关，无论测

量的单位如何改变，研究的客体性质不发生变化。
分形体系的形成过程具有随机性，体系的维数可以是整数和分数，

称为分形维数，简称分维。分形维数是描述分形的一个最重要的基本参
量，一般认为，分形维数对应于分形体的不规则和复杂性或空间填充度

量程度［３］。分形维数存在多种定义，对于颗粒物聚集体而言，通常有如下
基本公式成立：

Ｍ∝ＬＤＦ （１）
式中：Ｍ表示颗粒聚集体质量；Ｌ表示聚集体特征长度；ＤＦ表示分形
维数。

２ 分形理论在混凝研究中的应用

２.１ 在混凝形态学研究中的应用
混凝形态学是研究混凝过程中溶液中胶粒和混凝剂的形态特征及

其对混凝过程与混凝效果影响规律的一门新的混凝学理论分支。它认为
在胶体溶液中，胶体颗粒和混凝剂有着多种多样的形态特征，而这些形

态因素是决定混凝过程与混凝效果的重要因素。这一学科性概念是由蒋
展鹏、汤忠红在许保玖教授的指导下于 １９８６年首次提出的［４］。

Ｌｉ和 Ｇａｎｃｚａｒｃｚｙｋ［５］在 ２０世纪 ８０年代提出了水处理系统中的絮凝
体具有分形结构。分形聚集体的一个重要特性是它们的孔隙率是尺寸的
函数，孔隙率随着絮凝体尺寸的增加而增加，可以用如下数学式来表达：

ε＝１－Ｓ*ＲＤ－３ （２）
式中：ε表示絮凝体孔隙率；Ｄ表示分形维数；Ｒ表示絮凝体特征半

径；Ｓ表示具体的系统参数，对于每个具体的混凝体系是常量。
从式（２）可以看出，分形维数值越小，絮凝体结构越疏松，絮凝体密

度会随着颗粒尺寸的增加而减小［６］。Ｔａｍｂｏ和Ｗａｔａｎａｂｅ［７］建立了分步成
长絮凝体分形结构模型，用如下数学表示：

Ｄ＝３＋３㏑（１－ε）/㏑［ｍ/（１－ε）］ （３）
式中：Ｄ表示分形维数；ε表示絮凝体孔隙率；ｍ表示颗粒数。研究结

果得出促进致密型絮体形成的两个途径: 降低孔隙率的途径—絮体脱水
收缩模式与提高颗粒数的途径—逐一附着模型。

Ｋｌｉｍｐｅｌ和 Ｈｏｇｇ Ｒ［８］提出混凝中，絮体的生长是分几个阶段发生的，
小的絮体在流体剪切力引起的随机碰撞中逐渐聚集成大的絮体，这样形

成的絮体体积较大，具有开放多孔的结构，也容易被流体剪切力所破坏。
Ｍ．Ｓｔｏｎｅ和 Ｂ.Ｇ.Ｋｒｉｓｈｎａｐｐａｎ［９］研究证实：较大的絮凝体的稳定性是

稳定流状态下流体剪切力的函数。当流体剪切力由 ０.０５８ Ｐａ 增加到
０.１２１ Ｐａ时，分维值从 １.２５增加到 １.３６；剪切力继续增至 ０.３２３ Ｐａ时，分
维值又下降到 １.３４。
李冬梅等［１０］实验证实不同絮凝条件下分形絮体形态学参数，如絮体

的粒径、有效质量密度、自由沉速等存在明显的差异，见表 １。
２.２ 分形在絮凝动力学研究中的应用
自 １９１７年 Ｓｍｏｌｕｃｈｏｗｓｋｉ建立经典的絮凝动力学方程，其后的各种

絮凝动力学理论研究都是建立在其基础上。Ｓｍｏｌｕｃｈｏｗｓｋｉ方程对实际絮
凝过程中各种复杂条件作了简化，做出 ６个基本假设：所有颗粒碰撞后
即相互黏结；流体运动为层流剪切状态；颗粒是单分散性的；絮体形成后

不再破碎；所有颗粒在碰撞前后都是实心球体；碰撞只发生在两个颗粒
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表 １ 快速搅拌速率不同时的慢速絮凝阶段
末泥沙絮体形态学参数的变化

快速搅

拌速率

/（r/min）
120
200
300
450

平均有效

质量密度

/（kg/m3）

1 199
1 249
1 361
1 244

平均当

量粒径

/μm
125.2
155.7
169.1
106.6

平均自

由沉速

/（mm/s）
3.11
2.08
4.11
2.88

混液面

沉速

/（mm/s）
0.92
0.96
1.39
0.79

上清液

余浊

/NTU
508
620
471
697

分形

维数

1.89
1.98
2.07
1.86

粒径分

布方差

107.2
94.5
91.1
113.4

之间［６］。但是越来越多的实验结果证明简化后的理论计算值和实际测定
值有较大的偏差，因而人们开始重新考虑实际水流流态、流体剪切力、絮
凝体形状、尺寸、结构等对于混凝过程的影响，试图引入一些修正参数来
更好地表征实际条件下的絮凝动力学方程。Ｌｉ和 Ｌｏｇａｎ［１２］认为紊流条件
下分形维数和絮凝碰撞频率间有如下关系：

β～Ｇ（１－Ｄ/３） （４）
式中：β表示两个颗粒间的碰撞频率。如果其他条件等同，那么颗粒

间碰撞频率高的系统倾向于形成低的分形维数。
湛含辉等［１３］认为颗粒发生有效碰撞后之所以会形成不同分形维数

的絮体，是因为初始阶段的流体剪切作用力对降低颗粒表面能的程度不

同。颗粒的表面能主要取决于本身表面性质和药剂的作用结果，而絮体
结构（分形维数）则进一步取决于流体剪切方式、时间及强度。
颗粒的碰撞一般由 ３种方式产生：一是由颗粒的布朗运动产生，为

异向絮凝；二是由搅拌引起的流体剪切运动产生，为同向絮凝；三是由不

同颗粒之间下沉速度的差异产生，为差示沉降。基于 Ｓｍｏｌｕｃｈｏｗｓｋｉ假设
可分别得到在布朗运动、流体剪切和差速沉降下颗粒碰撞频率函数 β。
但是传统模型认为两个颗粒碰撞后体积和质量都是守恒的，因而密度也

是恒定值。以分形理论观点和实际实验观测发现，絮凝体的密度是不断
随絮体大小而变化的［７,１１,１３］。Ｄｕ Ｇｏｎ Ｌｅｅ［１１］发现分形维数值和碰撞效率系
数都对颗粒尺寸分布变化有较大的影响，因而引入分形维数来改进传统

的絮凝动力学模型，并将之用于布朗运动、流体剪切和差速沉降下颗粒
碰撞频率函数 β的计算中，提出了 ＣＦＳ模型（见表 ２）。

该模型有如下假定：所有的絮凝体都由单一种类的密实球体基本

颗粒组成；特定体系中的所有絮凝体都是有固定分形维数值的结合分

形球体，与絮凝体的尺寸大小无关；两个絮体相撞结合时，新形成的絮

体与原絮体有相同的分形维数值，固体体积等于原两絮体固体体积的

和。
式中：Ｋ为波尔兹曼常数，１.３８×１０－１６ ｇ·ｃｍ２/ｓ２·Ｋ；Ｔ为绝对温度，Ｋ；Ｇ
为平均速度梯度，ｓ－１；Ｖ０为单个颗粒体积，ｃｍ３；Ｖｉ，Ｖｊ为不同大小絮体的

体积，ｃｍ３；ρ0为单个颗粒密度，ｇ/ｃｍ３；ρw为水的密度，ｇ/ｃｍ３；ρp为单个絮体密
度，ｇ/ｃｍ３；μ为动力黏滞系数，ｇ/（ｃｍ·ｓ）。

Ｄｕ Ｇｏｎ.Ｌｅｅ.等［１４］实测了在同向和异向絮凝过程中絮体粒径的分布，
絮体分形维数在 ２.６～３.０之间，发现和利用表 ２中 ＣＦＳ絮凝动力学模型
计算结果较为吻合，而利用传统絮凝模型计算结果则和实测结果相差较

大，从而证实了引入分形维数修正传统絮凝模型的合理性。

３ 混凝条件对分形维数值的影响

由于分形维数是分形理论中最重要的参量，在混凝过程中分形维数

可以比较精确地反映絮凝体的结构特征变化，并且和出水浊度之间能建

立较好的相关关系，因此研究不同混凝条件下分形维数的变化，确定混

凝中各种因素对分形维数值变化的影响及其相关关系，有很强的实践意

义。
３.１ 水量变化对分维值的影响
王圃等［１５］以湘江微污染源水为实验用水（１５ ＮＴＵ～３１０ ＮＴＵ），在保

证单位水量絮凝剂投加量不变的条件下，调节水量从 ３ ｍ３/ｈ到 ５ ｍ３/ｈ，分
形维数从 １.４８增加到 １.８１，但沉淀出水浊度从 ０.８４ ＮＴＵ 增加至 １.７８
ＮＴＵ。可以看出，虽然水量增加后，分形维数值变大，絮凝体结构更密实，
但流量的增加同时也使得絮凝体受到的水流剪切力变大，絮凝体有部分

碎片脱落，使沉淀出水浊度升高。常颖等［１６］以南方某低浊、高藻、微污染
水为源水，研究了不同水量和进水浊度情况下分维值的变化，发现随着

水量的增加，絮凝体分形维数有较为明显的增大；但沉后水的浊度也渐

次升高，这与王圃等人的研究结果具有一致性。
３.２ 反应时间对分维值的影响
常颖等［１６］研究了不同 ＰＡＣ投量下的絮凝体分形维数随反应时间的

变化，发现反应初期分形维数较大，形成的絮凝体结构较为密实；随着反

应的进行，分形维数减小，絮凝体尺寸增大，但结构渐趋松散。王玉等［１７］

研究发现在相同的投药量下，混凝初期的 ６０ ｍｉｎ内，由于搅拌强度大，水
流紊动强，絮凝体结构密实，分形维数大；之后一直到 ６００ ｍｉｎ内，分形维
数值随时间延长呈下降趋势。
３.３ 搅拌速率对分维值的影响
李冬梅等［１０］以分子量为 ８００×１０４～１ ０００×１０４的粉状阳型水溶性聚合

物 Ｆ０４２４０ＳＨ为高分子絮凝剂，对含沙量为 ８５ ｋｇ/ｍ３的悬浊液进行架桥

絮凝沉降实验，发现不同搅拌速率下形成的絮体结构存在很大的差异。
在快速搅拌阶段，搅拌速率过高（４５０ ｒ/ｍｉｎ）或过低（１２０ ｒ/ｍｉｎ）时的絮凝
效果均较差，分维值分别为 １.８９和 １.８６；而搅拌速率合适（３００ ｒ/ｍｉｎ）时，
絮凝体的分维值最大，为 ２.０７。
３.４ ｐＨ值对分维值的影响
梁聪［１８］以黄浦江原水为水源，硫酸铝和聚合硫酸铁（ＰＦＳ）为混凝
剂，研究了不同原水 ｐＨ值对混凝剂产生的絮体分维值的影响。发现 ｐＨ
值对硫酸铝产生的絮体的分形维数影响较大（硫酸铝投加质量浓度为

５０ ｍｇ/Ｌ）。当水体的 ｐＨ值是偏酸性时，絮体的分形维数较大，为 １.７～２.２，
其中在 ｐＨ为 ６.５的时候絮体分形维数最大。当水体为偏碱性的时候，絮
体较低，仅为 １.３～１.６。ｐＨ值对 ＰＦＳ混凝产生的絮体的分形维数影响很
小（ＰＦＳ投加质量浓度为 ６０ ｍｇ/Ｌ）。当水样的 ｐＨ值从 ４.５增加到 ９.３，生
成絮体的分形维数仅仅在 １.４～１.６之间变化。
３.５ 混凝剂投加量对分维值的影响
研究表明，不同种类的混凝剂都有各自的最佳投加量，对应于最佳

投加量的分维值一般是最大的。王圃等［１５］的研究表明，ＰＡＣ最佳投加量
时的分形维数比投加量不足和投加量过量时分别大 ２２.４１％和 ３５.６３％。
李冬梅等［１０］改变高分子絮凝剂投加质量浓度，观察泥沙絮体的形态特征

及分形维数值，实验发现，与 ０.０１％，１％的 ＣＰ浓度下形成的泥沙絮体相
比，０.１％的 ＣＰ浓度下形成的泥沙絮体粒径较大，粒度分布集中，絮体构
造孔隙率低，分维值高（２.０７）,架桥絮凝效果最好。梁聪［１８］的研究结果也
表明絮体分形维数随不同混凝剂投加量而变化，在最佳投加量之前，分

形维数随着投加量增加而增大，超过后反而迅速减小。研究还发现，在分
别对应于最佳投加量的情况下，投加硫酸铝形成的絮体分形维数（２.１）比
投加 ＰＦＳ形成的絮体分形维数（１.６）要大，可能的原因是 ＰＦＳ的水解产
物是预聚合的高分子多核羟基聚合物，它的混凝机理是吸附架桥为主，

通过高分子的长链把胶体桥接在一起，形成的絮体相对松散，分形维数

表 ２ 传统絮凝模型和 ＣＦＳ模型中碰撞效率函数的计算［１１］
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βBR（vi，vj）= 2kT
3μ（vi

1/3+vj1/3）（vi-1/3+vj-1/3）

βBR（vi，vj）= 2kT
3μ（vi

1/DF+vj1/DF）（vi-1/DF+vj-1/DF）

βSH（vi，vj）= G
π（vi

1/3+vj1/3）3

βSH（vi，vj）= G
π v01-3/DF（vi1/DF+vj1/DF）3

βDS（vi，vj）= g
12μ（

π
6）

-1/3（ρp-ρw）（vi1/3+vj1/3）3×|vi1/3-vj1/3|

βDS（vi，vj）= g
12μ（

π
6）

-1/3（（ρ0-ρw）/ρw）v01/3-1/DF

（vi1/DF+vj1/DF）2|vi（DF-1）/DF-vj（DF-1）/DF|，（2≤DF≤3）

βDS（vi，vj）= g
12μ（

π
6）

-1/3（（ρ0-ρw）/ρw）v04/3-3/DF

（vi1/DF+vj1/DF）2|vi1/DF-vj1/DF|，（DF≤2）
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图 １ 阳离子 ＰＡＭ剂量对絮体微观特性的影响［１９］

（高岭土质量浓度：（1）３０ ｍｇ/Ｌ；（2）５０ ｍｇ/Ｌ）

就较小［１８］。
３.６ 助凝剂投加量对分维值的影响
朱哲［１９］等采用硫酸铝为絮凝剂，研究了阳离子 ＰＡＭ 投加量对 ３０

ｍｇ/Ｌ，５０ ｍｇ/Ｌ的高岭土悬浊液中絮体的分形维数、粒径和强度的影响，
见图 １。

从图 １中可以看出，３０ ｍｇ/Ｌ高岭土悬浊液的 ＰＡＭ最佳投加量是
０.０３７ ５ ｍｇ/Ｌ，此时絮体粒径达到最大（４５０ μｍ）, 絮体强度也达到最大
（０.０１８ ３３ Ｎ/ｍ２），絮体分形维数却最小（２.５６）；５０ ｍｇ/Ｌ高岭土悬浊液的
ＰＡＭ最佳投加量是 ０.０６２ ５ ｍｇ/Ｌ，此时絮体粒径达到最大（６６０ μｍ）,絮体
强度也达到最大（０.０２６ ３４ Ｎ/ｍ２），絮体分形维数却最小（２.４２）。
梁聪［１８］分别采用粉末活性炭和 ＰＡＭ作为助凝剂进行实验，发现投
加粉末活性炭助凝对硫酸铝生成的絮体形态影响不大，但是能使得 ＰＦＳ
产生的絮体分形维数急剧升高到 ２.０左右。投加 ＰＡＭ对两种混凝剂产生
的絮体形态影响不明显。

４ 结论

（１）大量研究认为，絮凝体的分形维数越小，絮体结构越松散，絮体
密度也相对较低；而分形维数越大，就意味着絮体结构越密实，对应混凝

效果越好。
（２）处理水量的变化会引起分形维数大小的变化，一般随着水量的
增加，分形维数变大；混凝阶段初期分形维数较大，随着时间的延长，分

形维数值有下降的趋势；混凝时搅拌速率的过大或过小都会使分形维数

值偏小，存在一个合适的搅拌速率，使分形维数值达到最大；ｐＨ值对硫
酸铝产生的絮体的分形维数影响较大，当水体的 ｐＨ值是偏酸性时，絮体
的分形维数较大；对应于特定的原水，在混凝剂最佳投加量时一般分形

维数最大；投加一定量的助凝剂（ＰＡＭ，粉末活性炭等）也可帮助改变絮
体分形维数大小。
（３）由于分形维数说明了絮体质量、孔隙率、大小之间的关系，其大
小影响着絮体碰撞的速率、含水率、强度和沉降速度，因此引入分形维
数能更好地描述混凝过程中絮体形态学特征的变化和模拟絮体在实际

水处理系统中的动力学过程。但是，目前分形维数用于絮凝动力学研究
仅限于对传统理论中部分假设的简单改进，并没有完全考虑真实絮凝

体系中复杂的因素；对于真实体系中影响分形维数值变化的具体因素

研究较少；分形维数测定方法多采用影像图像法，测定特征长度和投影

面积时易由于人为因素带来误差，影响分形维数值的准确性；对于影响

分形维数值变化的诸多因素联合作用对分形维数造成的影响尚缺乏研

究。
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