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摘要：基于统计力学和无标度网络框架分析了絮凝过程，并从物理角度导出了絮体的分形结构，探讨了分形维数与外界控制条件的关系．在此 

基础之上，根据能量守恒对模型进行了理论计算，发现在湍流条件或外界能量交换强烈的情况下 ，分形维数较高；反之，若在层流条件或能量交 

换较弱的条件下，则分形维数较低．将理论计算结果与实验结果进行比较，二者较为一致． 
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Abstract：A new statistical dynamic framework was employed to analyze coagulation processes． The fractal dimensions of floc stru cture were physically 

derived，and the relationship between fractal dimensions and certain controlling factors is discussed． In order to check the reliability of the theoretical 

framework，theoretical calculations are provided and compared with experimental results． This paper not only gives a reasonable description of floc 

structure but also reveals the dynamic mechanisms of floc formation． 
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1 引言(Introduction) 

絮凝是饮用水和污水处理的重要工艺．由于絮 

体结构对絮体强度及动力学行为有重要影响，因而 

一 直是絮凝工艺研究的热点和重点．传统观点将絮 

体假设为球体，但近来的研究证实絮体具有分形特 

征，并不完全等同于球体．关于絮体分形结构的研 

究已经取得了许多进展(Jiang et a1．，1991；Spicer 

et a1．， 1996a； Li et a1．， 1997； Michael et a1．， 

2005)．由于统计理论与胶体颗粒的碰撞理论有着 

内在的一致性，因此，从统计力学观点研究胶体颗 

粒的动力学行为及其聚集体结构已经引起了研究 

者的 广 泛 关 注 (Hanus et a1．，2001；ChOvez—Rojo 

et a1．，2005；Maskaly et a1．，2006)． 

传统理论认为，絮体的形成过程是水中胶体颗 

粒脱稳后在一系列物理化学作用下所进行的凝聚一 

聚集过程．当絮体的形成过程与破碎过程达到平衡 

时，即达到絮体的动态稳定状态．以往的研究主要 

着重于稳态的絮体结构，但是，结构的演化过程同 

样具有重要意义，并且能够为分析稳定状态的絮体 

结构提供依据(Gorczyca et a1．，1996；Spicer et a1．， 

1996b)．所以，从统计力学的角度研究絮体结构的 

演化有着明显的理论和实际价值． 

詹尼斯提出的最大熵原理成功的模拟了分形 

结构，但从本质上说，熵仅适用于平衡态过程，并不 

完全适用于非平衡态结构的演化．无标度 网络结构 
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在自然界普遍存在，胶体系统也不例外．最近统计 

物理学家从能量流、物质流、信息流及无标度网络 

的角度对远离平衡态的生物膜演化，交通系统以及 

金融系统进行 了深入探讨 (Albert et a1．，2002)．本 

文试图针对远离平衡态的胶体絮凝过程，用类似的 

方法，在修正的哈密顿原理，即最大流原理的约束 

下进行分析．最大流原理(Maximum Flux Principle) 

可表述如下：一个远离平衡的开放复杂系统总是寻 

找一种优化过程使得系统在给定的约束或代价下 

所获得的广义流 l，最 大 (Chai et a1．，2002)．本 文 

中，作者将通 过最大流原理来导出分形结构 ，并揭 

示其与最大熵原理的内在联系，最后与文献中的实 

验结果进行 比较． 

2 非平衡态条件下絮体 分形结构推导 (Derivation 

of fractal dimension of flocs) 

2．1 分形结构推导 

絮凝体系可视为 1个由n个子系统组成的复杂 

开放系统，子系统(组元)可以理解为 1个小的胶体 

颗粒或初级聚集体．絮体形成过程可以被看成是在 

外界流作用下通过系统内部组元之间的竞争与合 

作形成无标度网络结构的过程，以下将从数学上描 

述这一过程． 

设网络组元为 ， ，⋯， ，也可以写成向量的 

形式X=( ， ，⋯， )，这些组元形成一个空间， 

dx=dx。dx ⋯d 就代表了这个空间中的一个单元． 

定义子系统在空间中分布的概率密度函数为P( ， 

t)d ，这里显含时间变量 t是因为系统 中的流是随 

时间变化的．如果定义外界的流为： 

I，： +∑ + Tij 。 J+ f J + 

f+⋯ (1) 

可以得出系统在某一时刻所获得的平均广义 

流是 ： 

J=Ip( ，t)J(p)dx (2) 
J 

显然，这里的I，也是 的函数，反映了系统中各 

个组元的信息． 

类似于Gibbs统计，在系统接受最大广义流的约 

束条件下，根据 Lagrange乘子法通过聚集体之间的相 

互竞争与合作可以得到这些聚集体之间最佳组合状 

态的概率密度分布函数为(Chai et a1．，2002)： 

P：exp(IX+∑ 。+ J+ 驰 + 

∑ 潞f f+⋯) (3) 

方程(3)与经典统计力学中的配分函数有相似 

的形式 ，并与 Haken(2000)针对开放系统提出的概 

率分布函数有相似的形式．方程(3)的指数项可视 

为一势函数，通过这种形式也容易与最大熵原理相 

联系．最大熵原理一般表述为： 

H ：一 Pklnp (4) 
—  

由于叠加形式与上述提到 的平均 广义流的积 

分形式在本质上是一致的，因此，从某种意义上说， 

最大熵原理可以视为最大流原理的一个特例． 

令势函数 ( + )： +∑ f+∑ ，+ 

O'~jk J +； 批l J f+⋯进行平移变换，并对 

系数矩阵< 。i>进行对角化得到式(5)． 

(5) 

式中， 代表经过竞争与合作所形成的初始优化状 

态下的絮体子结构，由初始聚集体相互连接而构 

成．根据这些子网络结构特征值模的不同，可将其 

分为稳定和不稳定的子结构．不稳定的子结构有利 

于争取到更大的外界流输入，从而继续发展演化最 

终形成具有分形结构的絮体．通过推导得到式(6)： 

I，：J HP ( 。／ )p( )[I， ( )+ 

∑I， ( 。) )] (6) 

式中， 代表稳定的模， 代表不稳定模，I， 代表稳 

定的子结构所获得的广义流，I， 代表不稳定的子结 

构所获得的广义流，P 代表稳定的子结构中流分布 

的概率密度函数，P 代表不稳定的子结构中流分布 

的概率密度函数．经过进一步推导(Chai et a1．， 

2002)，得到式(7)． 

I，=I， +∑I， (7) 

J( 。)一J( ) J ( 。)一J ( ) (8) 

文献 (Chai et a1．，2002)进一步得 出如式(9)所 

示结构 ： 

J ( I)一J ( 2) J ( )一J ( 2) 

I， 一1( 1)一J 一2( 2) I， ( 一1)( I)一I， ( 一I)( 2) 

(9) 、 

式(9)表示了在外界流作用下得到的无标度结构， 

即分形结构，如图 1所示．图 1 C所示的 DLCA模拟 

结果与理论推导结果都呈枝状结构，也说明了理论 

推导的合理性． 

在理论上，可以通过求解式(6)得到 和 的 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


10期 武若冰等 ：絮体分形结构形成机制探讨 

a絮体分形结构示意图 

b絮体分形结构细部示意图 

c DLCA模拟结果 

图 1 分形结构示意 图 

Fig．1 Fractal structure of flocs 

分布，从而进一步求得 I，并最终得到分形结构的定 

量描述．但是实际上这种求解方式是很困难的，因 

此，下一节将通过一种等价的方式解决这一问题． 

2．2 分形维数计算 

为对絮体分形结构进行量化描述，则需要求解 

标度指数．因此，需建立不同尺度或层次间耦合的 

能量守恒关系式．考虑任意 2个尺度 问广义流的关 

系，在外界能量流、颗粒流与絮体结构中的结点进 

行相互作用的过程中，与传统的传递理论类似，可 

以做一个边界层的假设，即能量与物质流的传递主 

要是在边界层内进行的，其浓度和速度分布在边界 

层内有明显变化，而在边界层外 的液相主体中可视 

为一个常数．边界层的结构如图 2所示． 

a絮体结构和边界层 

b图2a方框所示部分能量守恒示意图 

图2 絮体结构和边界层示意图 

Fig．2 Illustration of floc structure and boundary layer 

根据微元体内的能量守恒关系，可得如下关 

系式 ： 

“dy一。( )l= “dy c 0 
式中，左边第 1项表示单位时问内从外界(见图2b) 

通过 3～4边界输入的能量；左边第 2项表示从边界 

1～2(见 图 2b)耗散 的能量 ；右边表示随着尺度增 

长，在 1～3和 2～4边界 的尺度增 长方 向上所增长 

的能量． 为已形成的絮凝体周围各种粒径胶体粒 

子的浓度梯度分布函数，“为外界胶体粒子向絮体 

靠近的速度概率密度分布函数； 和 “由絮体内部 

因素和外部环境因素共同决定． 

对于任意的 和 “的分布 ，由式(10)可得能量 

传递系数： 

 ̂～f (11) 

式中，̂ 是能量传递速率的参数，根据实际的浓度梯 

度(和速度梯度 u的分布 ，无标度指数 P分布在0～ 

1之间．因此，单位时间内通过边界层传递到絮体的 

能量可 以被描述为 ： 

△ =hnf (12) 

根据方程(12)，可以得到： 

n △r hot 冬 

⋯
△ h 

一  
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D值可以为2(2维系统)或 3(3维系统)．下一 

节中将针对几种典型条件进行计算． 

3 絮体分形结构的计算及实验对比(Computation 

of the fractal dimension of flocs) 

针对布朗运动、层流和湍流的计算结果如表 1 

所示．显而易见 ，湍流条件下速度梯度 和物 质的浓 

度梯度比层流条件下要大．表 1所列的计算结果表 

明，在速度梯度和浓度梯度大 的条件下所形成 的物 

质结构较为密实．这与实验结果是一致的．表2展示 

了以往研究 中所得 到的一些实验结果 ，可以看 出， 

理论计算(表 1)与实验结果之间的对比是比较吻 

合的． 

表1 不同条件下絮体分形结构计算结果 

Table 1 Description of fractal dimension under different conditions 

表2 参考文献中絮体分形维数 

Table 2 Fractal dimension values in the literature 

4 结论(Conclusions) 

本文中，作者根据最大流原理(Maximum Flux 

principle)从理论上建立了絮体的分形结构．同时， 

根据絮体形成过程 的能量守恒方程 ，针对几种典型 

的条件对该方程进行了理论计算．计算结果显示， 

湍流条件下所形成的絮体的结构较为密实，而层流 

条件下所形成的絮体结构较为疏松．最后，将理论 

推导的结果与实验结果进行了对比，发现理论推导 

值与实验结果较为吻合． 
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