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一  7活性污泥法的多变量最优控制 

Ⅱ．限制有机物(BOD)的排放总量 

彭永臻 王宝贞 ／王淑莹 
～ ————、√ 
(暗尔滨建筑太学市政环境工程学院．150008) 

摘要 着重研究丁在限制有机物排放总量时，使其运行费痢蛊jI氐时矗优周霸控制问题 通过增加新的状态变量 

和用补偿函数法，将本课题的有约束条件问题化为无约束条件问题，并提出了最优步长参数的动态搜索法来修 

改传统的梯度法，从而较完善地解决丁多变量最优周期控制的计算问题 研究中还发现丁不同初始条件下最优 

控制所需耍的运行费用也大不相同，进而提出丁最优初始状态下最优周期控制的新概念，这对保证出水质量的 

同时进一步降低污水处理成本来说具有更重要的意义．本文还强调指出：对于 尚不具备实现最优控制条件的处 

理系统．可根据最优控糊的研究结果实现具有广泛实用 

关键词 ：翌 ；星些超j直墼 B。D排放总量 

1 前言 

价值的准最优控制 一 

节 椰i 境 怡 谣 

前文_1 J已经证实污泥排放量 Q 和溶解氧浓度 DO是活性污泥法运行中的两个最重要的 

控制变量，它们既能控制出水水质又能改变运行费用 而且，在满足某一出水质量的前提下，在 

不同的定常 Q 和 DO控制下，其运行费用也不同，大约在 DO为0．9mg／L时运行费用最低． 

但是，这并不是最优控制，本文研究的最优控制问题是在限制有机物(底物)排放总量的约束 

下，寻求使运行费用最省的最优控制变量 Q 和DO 的变化规律．最优控制变量主要取决于三 

个因素：一是进水水质水量的变化情况；二是满足规定的出水水质；三是性能指标表达式及所 

要达到的目标 ． 

由于各国与各地区的经济发展水平、水污染状况以及受纳水体的功能不同等多方面原因， 

各地的污水排放标准与污水处理厂出水水质要求都有所不同_2· ．例如，限制污水处理厂出水 

中有机物排放的总量、或要求出水有机物浓度不超过某一标准、或同时限制出水中平均和最高 

有机物浓度分别不超过规定的指标等 限制出水中有机物排放总量属于污染总量控制，是一种 

常用的排放标准，尤其对于工业废水的排放．本文在研究限制有机物排放总量的最优控制模型 

与计算方法的基础上，通过对该问题的求解，来讨论与本课题有关的理论问题． 

2 最优控制数学模型与计算方法 

2．1 建立最优控制数学模型 

应当指出，本课题是比较复杂的有约束条件最优控制问题．其约束条件有三：一是要求满 

足有机物排放总量的限制；二是要求状态变量每日的末值与初值相同，三是控制变量 Q 和 

DO 只能在一定范围内取值，例如 DO 必须大于零而小于其饱和值，Q 也不能为负值等．满足 

了第二个约束条件后，在进水水质水量呈周期变化的情况下，状态变量每日也呈周期变化，进 

而可实现最优周期控制(以下也简称量优控制)．显然研究污水处理系统最优周期控制更有实 
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际意义，否则每日进水水质水量呈周期变化而每日的最优控制变量却无规律变化，这样的最优 

控翩既无实际意义也难于实现 本文通过增加状态变量并用补偿函数法在求懈过程中使前两 

条约束条件得到满足，第三条可以用庞特里亚金(Pontryagin)的极大值原理来解决 

为了满足有机物排放总量的限制条件，在状态方程中增加一个状态变量 Z(￡)，z表示每 

日内出水中排出的有机物总量随时间 的变化，则有 

Z(￡) 

新状态变量 z对时间的导数为 

I QSdt 

dZ
： Qs 

由于 Z的初值z(0)=0，则其末值 Z(1)就表示每日排放的有机物总量 

Z(1) 

(2) 

(3) 

这样，上述前两条约束条件都是状态变量的末值约束条件，可表示为 

0一X(1)=0 

SD—S(1)=0 (4) 

【Z 一z(1)：0 
式中‰ ，S ——分别为状态变量 x，S的初值，已知数； 

z ——每El允许排放的有机物总量，首先取 Z =150kg(BOD)／d。相当于平均出水 BOD 

为 15mg／L 

由于最优控制问题的数值计算方法——梯度法只能求解无约束条件问题。因此，采用补偿 

函数法 ]，在计算过程中取消式(4)的末值约束条件，作为补偿在性能指标式(文献[1]中式 

(18))中引入一个反映末值约束条件受破坏程度的函数，使之变为无约束条件问题，得到一个 

新的性能指标 ，： 

，=G1[ 0一X(1)] +G2[S0一S(1)] +G z0一Z(1)] 

+J{ +—BX (Q -Q一~)+c D~-]301[丽VXDO( 北托+Q叫 d『(s) 
式中G-、G 和 Gs为足够大的正数，等式右端的前三项为补偿函数 显然 G 、G2和 G3的值 

不断增大，约束条件式(4)受破坏的程度越小。通过计算求出使新的性能指标J为最小值的最 

优控制。即能使运行费用 ，c最省同时又满足了式(4)给出的末值约束条件． 

由新状态变量 z的导数式(2)与基本状态方程(文献[1]中式(6))联立，组成一个新状态 

方程： 

dX
= X

、f YkS _Kd)莉DO一 
=  一  · 

DO
dt V K S K ～DO (6) + n + ⋯  

dZ
= QS 

根据最优控嗣的计算方法 ，还需引入拉格朗日(L枷：ra11ge)乘子 ” 2和 3，它们是时问的未 

d  
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知函数，也称伴随变量．再由新性能指标式(5)中的被积函数与状态方程式(6)中3个微分方程 

的右端项分别乘以 l、 2和 3之和，构成求解所必需的哈密顿(Ha mi1ton)函数H 

H=AQ +C1 ‰[ (羔 ¨42Ka)+Q叫+ 

[ (羔  )_ [ 一羔  DO 。s 
(7) 

再通过 H函数对 3个状态变量的偏导数 一aH／ax、一aH／as和 一aH／az，得出求解最优控 

制所必需 的伴随方程式 (8)： 

等=一蛾一 若 ·丽DO V、 akSs+1．42Kd)一 

[K0+DO (Kl+YkSs_Kd卜 · DO面 

訾=一 ． ( 若 y—A 2)+ Q 一 ‘ _ ’i 面I 1 一J 一 

訾：o 
(8) 

最优控制理论指出，使 H 函数取得最小值的最优控制 Q 和 DO也能使新性能指标 J取 

得最小值．如果控制变量 Q 和DO的取值范围不受约束，最优控制应当是由式(6)、式(8)和 

aH／aQ =0、OH／ODO=0这个两代数方程(见后)组成的联立方程的解．其中状态方程式(6) 

的初值条件即状态变量初值为已知 

X(0)= x0， s(0)= S0， Z(0)=0 (9) 

伴随方程式(8)的末值条件可由新性能指标(5)右端前三项的补偿函数分别对状态变量末值 

x(1)、S(I)和 Z(1)的偏导数给出，也称横截条件，如下 

I l(1)=一2Gl[x0一X(1)] 

2(1)：一2G2[So—S(1)] (10) 

【 3(1)：一2G3[z，一z(1)] 

可见该联立方程由8个方程组成，含2个代数方程以及6个微分方程，和6个端点条件，可解 

出8个解 X、S、Z、 l、 2、 Q⋯DO 其中 Q 和DO即为所求的最优控制．这样就把求解最 

优控制问题变成了求解微分方程的两点边值问题．然而，本研究的控制变量 Q 和DO的取值 

受约束，在其约束条件下可能有aH／aQ ≠0与H／DO~O，对此只能用庞特里亚金的极大值 

原理来求解_|]．极大值原理指出，虽然最优控制此时不能满足aH／aQ ：0，OH／ODO=0，但 

仍能使 H函数取得极值．因此，本研究的最优控制求解就变为，在控制变量的约束条件下，寻 

求满足方程式(6)和式(8)及其端点条件式(9)和式(10)，并且使 H 函数为最小的控制变量 

Q (t)和 DO(t)了． 

2．2 最优步长参数的动态搜索法 

用梯度法求解最优控制的基本思想是，首先猜测一组 Q 和 DOo，在初始条件式(9)和末 

值条件式(10)下，求解状态方程式(6)和伴随方程式(8)．因为猜测的 Q 和 DOo不是最优控 
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制，必须对其进仃达次修正 ．i『i)且每次修正均i甘H 值 的“最陡 降。。万 同 佛度 万l司aH／aQ 

和 ~H／bDO进行 

。 。一 一

⋯  ，⋯ ㈣  

“ = DO— K 

式中K。、K 是大于零的步长参数．由式(7)得到 H值的梯度为 

l =(A一 ，V 

叫 ⋯zKa) D ~-D01 DO丽+若 ] 

I Q[ ∞+若 卜 kS cAIY-~2 Kd] 
(12) 

通过逐次修正，Q 和DO ，求解上述微分方程，使对应的 H函数值与性能指标，和运行 

费用J 以较快速度减小，直到趋近于最小值，得到满足所有约束条件使运行费用最省的最优 

控制变量 O～“)和 DO(f)的变化规律．与其相对应的状态变量 X( )和 S(f)称 为最优轨线 

上述数值计算的工作量是非常大的，尤其当 

步长参数 K，和 K 选取的值较小时，计算机也 

难以忍受；而当K 和 K 取较大数值时，迭代过 

程发散，无法求解．一般靠经验选取 K 和 K 

值L4 J．为此，我们在研究中提出了一种最优步 

长参数的动态搜索法，来改善传统的梯度法，它 

能在每次修正 Q 、DO 时都经过若干拱试 

算，然后确定一组尽可能大但又不使迭代过程发 

散的步长参数 K 和 ．结果表明这种计算方 

法大大提高了计算效率，减少了计算次数，使本 

课题的数值计算可以用微机来实现．图1表示在 

按最优步长参数的动态搜索法计算过程中，首先 

猜测控制变量之一 130( )为定常值 0．9m4~／L的 

情况下，DO( )随着迭代计算次数(共经过 660 

4_0 

3．2 

卜| 

2．4 

81
． 6 

0．8 

蕾 
． ． ． 一_．． 

0 4 县 l2 16 20 24 

I．h 

田 11 随着迭代计算次数的增加 

DO(f)向量优控镧逼近的态势 

F 1 Thetrend ofDO ro hingtooptimal 

controlwithincrease oftheteri“Ⅱad0ntime~ 

次计算，每次计算中搜索最优步长参数还需进行若干次迭代计算)的增加向最优控制逼近的态 

势．图中只给出其中十几次的计算结果，每条曲线与上面的数字表示经过该次计算后130的计 

算结果．这一计算方法成功地解决了靠经验或盲日地选取固定的K 和K2值带来的计算工作 

量板大或发散的问题． 

3 结果与分析 

在进行计算时，除专门说明以外，其动力学常数与有关参数的取值仍采用文献【1]中表 1 

给出的数值，进水流量及其底物浓度的变化仍按文献[1]中式(19)、文献[1]中图2所示；仍限 
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制系统每日排出的底物不超过 150kg(BOD)／d 

表 1 x【0)=2000mg／L时最优控制的部分计算结果 

Tablo L Calculati~g results of optimsl controts at x(o)=2000mg／L 

3．1 最优初始状态下最优控制的新概念 

为了实现每日的最优周期控制，除了必须使每日的初始状态与末端状态相同以外，还必须 

使控制变量之一DO的初值DO(0)与末值DO(1)相等，否则无法实现次日的最优周期控制．表 

1表示设定状态变量初值 x(0)为2000mg／L时，最优周期控制的部分计算结果 -N表示计算 

次数，s 表示平均出水底物浓度，J。表示前后两次计算出的J的差值 

可见，DO必须控制在 1．58—3．97mg／L之间，才能满足每 日排出的底物不大于 150kg 

(B0D)／d．在每日的前 10h(t=0．4d)，基本不排放污泥，以便在进水流量及其 BOD浓度处于 

高峰(见文献[1]中图2)，而曝气池内原有的 MLSS浓度又不高且 DO浓度又较高情况下，尽 

可能提高 MLSS浓度．其 目的是尽可能降低此时的DO浓度，以减少供氧所需要的费用．之后， 
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在进水 BOD负荷较低且 DO较低时大量排放污泥，并使 z(1)恰好为 150kg／d且状态变量初 

值与末值相同 

图 2和图3给出了状态变量初值 3
．。 

x(O)分别为 2400和 2800mg／L时最 

优周期控制的计算结果．它们都满足 

了所 有 的 约 束 条 件 当 X (0)为 

2800mg／L时，由于其 MLSS浓度较 

高，最 高 的 DO 浓 度 也 不 超 过 

0．96mg／L．在每 日前 6h(1_=0．25d)内 

大量地排放污泥，因为此时其污泥 回 

流所需的费用已不可忽视，同时由于 

DO很低，适当增大 DO不会增大很多 

的供氧费用，因此适 当减小 MLSS增 

大 DO才能尽可能降低运行费用．每 

日后期减小排放污泥量是为了满足 

X(1)也等于 2800~Ig／L．总之，从上述 

所有计算结果来看，不同初始状态下 

的最优控制与最优轨线，都是在满足 

所有约束条件前提下使其运行费用最 

少． 

在研究中，我们发现，不同初始状 

态下最优控制时的运行费用也大不相 

同 为进一步研究这一阿题，叉进行了 

初始状态 X(0)为 2000至 3000mg／L 

条件下最优周期控制时所对应的运行 

费用 如 表 2所 示．当 x (0)为 

2400mg／L左右时其最优控制下的运 

行费用最低．为 1826元／d 

．|
2-4 

1．8 

吕1．2 

3oo0 

2400— 

1800 

1200 

60D 

0 4 8 12 16 20 24 

图2 X(0)=2400m·r／L时最优控制与最优轨线的 

变化情况(Jc=1826元／d1 

F 2 Optima[∞nⅡok and optimal trajectories at 

x(0)=2400mg／L(Jf=1826yuan／d) 

2-0 

J 1．6 

1·2 

吕0．8 

O·4 

0 

0．． ，d 

一  一  

一

40o 一 80 
一  

一 300 60 
一  一

- 4 40 一2O0 

： 。 - 一100 
一  

3OOO 

2啪 ．| 

1800 E 

1200 

6O0 

0 0 4 8 12 16 20 24 

图 3 X(0)=2800mg／L时最优控制与最优轨线的 

变化情况(／c=1893元／d) 

F 3 Op~mal eonta-ols and optimal txajectexies at 

x(0)=2800mg／L(Jf=1893yuan／d) 

表2 不同初始状态 X(0)条件下最优控制时的运行费用 

Table 2 Operation o∞ts of optima[controls under v~ious initial states X(0) 

X C0j、mg／L 2000 2100 2200 2300 24011 2500 2600 2700 28011 2900 30110 

，c，元／d 2t78 1914 1846 1833 1826 1832 1847 1868 1893 l904 1936 

我们认为，上述研究结果说 明，当处理系统的动力学常数与其它参数或进水水质水量变 

化，特制是出水质量要求等方面与本文给定的情况有所不同时，其运行费用最低的最优控制对 

应的初始状态变量 x(O)不一定在 2400mg／L左右．但是，对于特定条件下的处理系统，运行费 

用最低时所对应的 x(0)及其最优控制变化规律总是存在并可以找到的 这就是在活性污泥 

法最优控制研究中，我们首次提出的“最优韧始状态下最优控制”的新概念 虽然在有关最优控 

制理论的专著中[4-61都未谈及这个同题，但在本研究中是明显存在的，也是可以解释的．这一 
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新概念的合理解释是，由于约束了x(0)=X(1)，则初始状态变量X(0)的大小基本决定了曝 

气池中的 MLSS浓度的变化范围，MLSS越低 DO必须越高，反之亦然．由前文u 的研究可知， 

维持过高或过低的DO(或 M )浓度都不利于节省运行费用，因此存在一个使运行费用最省 

的初值 x(O)，即 MLSS和 DO浓度的变化范围 无疑，最优初始状态下最优周期控制的研究． 

对于在保证处理水质的同时降低其处理成本具有更重要的意义 

3．2 污泥处理费用与最优控制的关系 

本研究表明，改变处理系统中的常数或参数，得出的最优控制变化规律也将或多或少地随 

之改变．但有些参数的改变对其影响不大，有的影响较大，有些参数本身变化范围不大．倒如， 

改变单位污泥量所需要的处理费用A这一参数的值对最优控制影响较大，并且由于污泥处理 

处理的方法与程度不同，这一参数在不同系统中变化范围是很大的． 

将参数 A值由 1．1增大至 3．1和 4．1元／kg(M )(其它参数值不变)、初值 X(0)均为 

2400mg／L的最优控制计算结果中．得到这两者的运行费用分别为 3049和 3654元／d，除了后者 

的理所当然地高一些之外，它们的最优控制变量的变化规律基本一致，都与A值为 1．1元／kg 

(MLSS)时的大不相同 其中I30的变化规律与A：1．1元／kg时I30的变化规律几乎相反，即最 

优控制 I30与状态变量 S的变化呈负相关关系．这是因为随着 A值的增大，污泥处理费用J：占 

整个运行费用Jc的比重也增大，而在过程控制中减小儿 和J：的重要途径就是减小污泥排放 

量，并通过在进水有机物负荷与底物浓度 S较低时适当提高 I30浓度，增大微生物的衰减(内源 

呼吸)速率来实现．这就是说，在低底物浓度下提高 I30能更有效地减少污泥增长量． 

3 3 准最优控制策略的意义 

上述研究结果表明，污水处理系统的最优控制与其它控制策略相比具有三方面的优越性 
一 是它不仅能使运行稳定可靠、出水水质达到预定标准，而且可使出水水质刚好满足要求不增 

加处理成本；二是能在出水水质达标的前提下尽可能减少运行费用；三是满足了若干约束条件 

可实现最优周期控制，其最优初始状态下最优控制更具有重要意义．最优控制有如此大的优越 

性，今后如何实现它将是一个长远的重大研究课题 ． 

通过上述研究可以看到，尽管系统中的各种参数的取值、初始状态与约束条件等都对最优 

控制变量的变化规律产生不同的影响，但是，对某一特定的处理系统与各种特定条件，总可以 

求出其最优初始状态下的最优控制变化规律．由此我们可以得到如下启示：虽然实现最优控制 

至少需要对系统进行连续监测与在线控制，但是，对于尚不具备实现最优控制条件的污水处理 

厂，完全可以根据求出的该特定处理系统最优初始状态下的最优控制变量 Q 和 DO的变化 

规律，通过手动或半自动控制来模拟最优控制，还可与得出的最优轨线 x和S的变化规律对 

比来调整控制变量Q 和IX)．这种控制策略在现代控制论中称为准最优控制．准最优控制也 

很适用于每日进水水质水量变化并不严格遵循某一规律的污水处理厂，随着进水水质水量和 

状态变量的变化态势来调整控制变量．从目前来看，准最优控制将有更广泛的实用价值． 

4 结论 

1．首先充分地阐述了最优周期控制的必要性．通过增加新的状态变量 z(t)、修改状态方 

程和性能指标，采用补偿函数法将有机物排放总量限制和状态变量末端限制条件的最优控制 

同题化为无约束条件同题，然后，根据庞特里亚金极大值原理建立适合于求解本最优周期控制 

问题的数学模型 
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1期 彭永臻等：活性污泥法的多变量最优控制Ⅱ．限制有机物(BOD)的排放总量 

2．本研究提出了最优步长参数的动态搜索法来修改传统的梯度法，并研制了相应的计算 

机程序，从而解决了只靠经验来选择步长参数导致迭代计算振荡发散问题．大大提高了计算速 

度，使本问题用微机计算成为可能． 

3．研究结果发现，不仅某一个初始条件下存在使运行费用最少的最优控制，而且，还存在 

一 个使运行费用更少的初始条件，由此，我们提出了最优初始状态下最优周期控制的新概念． 

这对于保证出水质量的同时降低污水处理成本具有更重要的意义． 

4．改变处理系统中的某些参数，最优控制变量的变化规律也将或多或少随着改变，但是． 

得到最优周期控制结果与其它控制策略相比，总是具有使出水水质刚好达到预定要求与满足 

所有约束条件的同时使其运行费用最省等特点． 

5．本文还推荐在尚不具备实现最优控制条件的污水处理系统实施准最段控制，即根据求 

出的某特定处理系统的最优初始状态下的最优控制变量 Q 和 DO的变化规律，进行手动或 

半自动控制． 

本研究第Ⅲ部分将研究常用的限制出水有机物浓度和同时限制平均与最高出水有机物浓 

度的两类最优周期控制问题． 
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M ULTIVARIABLE 0PTIM AL C0NTR0L 0F ACTIVATED SLUDGE 

PROCESS：Ⅱ．LIMITAT10N OF T0TAL SUBSTRATE(B0D)DIS- 
CHARGE M ASS 

Peng Yongzhen．Wang Baozhen，W ang Shuying 

(Del~rtment Environmeut and Mudic~p E婶 ne面 ng，I~rbla UNwersity of Architecture aad Engineering，150008) 

ABSTRACT Optimal periodic control wi血 the lowest operational cost by Iknifing total substrate dis- 

charge mass WaS studied．Through add~g Dew state variable and using supplement functions，the problem 

with restriction conditions WaS converted into nonresttiction problem．In ad出don，the dynm~c searching 

method of optimal step coefficient was developed to modify the conventional gradient method，consequently 

the calculatlon problem of the muhivarlable optimal periodic control was able to he resolved hetter．It was 

found that the operational costs of optimal control under various jnitial states are distinctly different A 

II@W concept of op timal control under opt~nal ini state was pre~ented ．It is pointed out em phatically that 

to the treatment system without optimal control condition，the suboptimal control with extensive practical 

value c8．r1he realized accordingtothe results of optima contro1． 

Keywe~s activated sludge proce~，optimal periodic control，BOD total discharge mass． 
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