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一 个具最佳常数的双参数 Hardy—Hilbert类不等式 
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摘 要 引入双参数 A．，A ，利用权系数的方法，借助 HNder不等式，给出了一个具有最佳常数因子的积分型 

Hardy．Hilbert类不等式，作为应用，建立了它的等价形式及对应的二重级数不等式． 
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Abstract By using the method of weight coefficient and H61der’S inequality and introducing two parameters I， 

A 2，an d integral Hardy-Hilbert-type inequ ality with the best constant factor is given．As its application，the equivalent 

form and the corresponding double series inequ alities aye established． 
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设P>1，P一+q一：1，f，g≥0，0<I尸(x)dx<∞，0<I g (y)dy<∞，则 

』 』 d d <pq(』 尸( )d )；(』 g ( )d ) ． ( ) 
其对应的级数形式为 

<pq{
m

∑
=l 

n ) { 6：) ． (2) 

这里的常数因子 Pq为(1)，(2)的最佳值n ]． 

最近杨必成在文献[1]中引入单参数 将(1)，(2)进行了推广． 

设P>1，P～+q～：1，f，g≥0， >2一mint p，q}，若0<I 卜 (x)dx<∞，0<l 卜 g (y)dy 

<∞，则 

肌 < 
其等价不等式为 

pqA 

(P+ 一2)(q+ 1一 尸( )d ) {』 yl-agq( )d ) ． 

j' y(p-1)(~-1)[j' d ] d <[ _ _ _= ] Io戈】一 ( )d ， 
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这里的常数因子 ，[ ] 分别是不等式(3)，(4)的最佳值 
其对应的级数形式为 

耋耋 < 舞 (塞m1一 ) 1{ z~n ) ， 耋n( m川[奎m=l ] <[ pq2．-2)] m =1 ml。 ， (5) 
(6) 

常数因子 ___ ，[ __- ] 也是不等式(5)，(6)的最佳值． 
本文引入双参数 。， ，给出一个具有最佳常数因子的积分型 Hardy．Hilbert类不等式，作为应用导出其 

等价式及相应的级数形式． 

1 积分型 Hilbert类不等式及其等价式 

定理1 设p>1，p～+g～：1， ， >0，-厂( )，g( )≥0，若0<f (fJ-1)(1 ( )d <。。，0< 
J O 

I Y 卜 2’g (y)dy<。。，则 
J O 

，=‘f ‘f d d 
其等价形式为 

< x(P-1)O-,~) 枷  (7) 

‘f y(a2-~) d <[ x(P-1)(1-21) ， ㈦ 

这里的常数因确 ，[意] 删是不等 )'(8)的最佳值． 
证 先证(7)．定义权函数 

cu 
， 
( ，g)=‘f [ ； 筹] 1 d ；cu ， ：(y，p)=‘f l{ [ ； ；] d ． 

由带权的Hi~lder不等式有 

，= [ (雾 y0 "2- I )Ip ][ (鲁 (21-1)lq ≤ 

㈣ ㈥ 黜  赫  篱  
{‘r cu ， ( ，g)尸( )d ){{‘r cu ， ( ，p)g ( )d ) ． (9) 

若(9)取等号，则由文献[5]，有c≠0，使 ( )[冀 安] ：cg ( )[ ] ．~xl+(p 1)(1 21) ( )： 

Cy1+(q-1)(1-'~2)gq( )= ，矛盾于0<If0 (『J．】)(】 尸( )d <。。．故有 

，=‘f ‘f d d <{』 cu ． ：( ，g) ( )d )寺{‘f cu ， ( ，p)g ( )d ) ． ( 0) 
而 

[ ： [ + 

：击[筹 = 川(1_ ． 
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同理可得：(OAf,A2(y，p)：』 [箬 ] d = Pq。y(q-1)O-x2)．代人(10)可得(7)· 
设e为任意小的正数，7( )：( )[I+AI~+(p-I)(I-A1)lip，--g(y)：( 1)[1+A2~+(q-1)(1-X2)]／q，则 

』 』 d dy==』 (— 一) l+̂l E+ p一 ‘ 一 I [』 ； (— ) ‘ 2 ‘ 一‘ ‘‘一 2 dy】d = 

) + )⋯ 

— — — 。 — — — —  —  — 一 ． (1 1) 
1 2(q一1一e)(1+e)e’ 

1)( ， ㈩d 川 y(q-1)(1-)'2)gq( y ． (12) 

若(7)的常数因子不为最佳值，则存在正数 < ，使(7)的常数因子换成 后仍成立·于是由 

(11)，(12)可得不等式 ] 丽 < < ，即 = ≤ (￡一0+)． 

这与 < 矛盾，所以(7)的常数因子为最佳值‘ 

再证(8)．设g(y) = y _1 [ d p-I 由(7)有 

』 y(q-1)(1-'~2)gq cy dy=』 yA2-1[』 d ] dy=』0 』 d d，，< 

1)(1 圳  y(q-1)(1-,~z)gq㈩ dy 

由此有 

y(q-1)(1-'~2)gq㈩dy] < 1)(1 
即 

』 y％-1) 蒜 d <[ 1)(I ． 
故不等式(8)成立． 

最后证(7)与(8)等价．从以上证明可知由(7)能得到(8)．反之由Htilder不等式有 

，=』 [y(q-1)(),2-1)／q』 d ][y“一̂：)(q一”／qg(y)l dy≤ 

{』 ：一 [-『 d ] dy) {』 y(q-1)(1-,~2)gq(y)dy) ． ( 3) 
在(13)中应用(8)即可得(7)．因此(7)和(8)等价．若(8)的常数因子不是最佳值，则由(13)得到的(7) 

的常数因子也不是最佳值，这与前面的证明矛盾．故常数因子I l 是(8)的最佳值，证毕． A
1 A  9 

2 推广的级数形式 

定理2 设P>1，P一 +q～=1， l， 2>0， ，b ≥0，若0<∑m‘ Ⅲ - 口p <∞，0< 
m =I 

∑n 一Ⅲ bq<00，则 
m =l 
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∑ 
n：1 

a， b 

max{ l。∥2 

∑n~2-1[ 
n：1 

0m 

< { 卜 

max{mAl，∥2} 

。 

n=1 

n c 一-)c-一 6：) ， 

] <[ m(p-1)(1-~)a ， 

这里的常数因确 ，[ ] 分别是不等式(14)，(15)的最佳值． 

证 权系数cU 
。， 
(m，g)= 

A2(m，g)=l 
J O 

(n，p)=∑ 
m：1 

∑ 
n： 1 

1 r l ( 一 1) 

ma)({ l，nX2}【nA2州一 2 

1 

max{m ， 2} 

1 

max{mAl，∥2 

[ ： 一” ． 

cu 
， (n，p)= [ 害； 三 ] d ： n c 一- c-一 ． 

类似于定理 1的证明，由HSlder不等式有 

∑ 
n#1 

amb 
max{ l，∥2 < ( m‘ t，0 }吉( 

设￡为任意小的正数，一am：( )[I+Al e+(p-1)(1-A1)]／p，__6 ( )[1+A2 e+(q-i)(i-A2)]lq．则有 

因为 ∑ 
m =1 

∑ 
n：1 

a ·b 
> 肌 

)(1 )--一p 奎
m= l 

1 

max 1 nA2 = { ， }⋯ 一 

隶+D(1)，所以有： 

． ． ． ．  ． ． 。 ． ．． ． ． —— — ． — ． ．  ．  ． —  ； —．．．． 。．—．．—————— ．～  

1 2(q—I一￡)(1+￡)￡ 

[ +D(1) 1+D(1) (1+D(1 

由(16)和上式易证(14)的常数因子是最佳值． 

设 n [耋 斋-两 则曲(14)有 
∑n(q-1)(1-,~2)一bq=∑n -1)[∑ 
n=1 n：1 m= 1 

由此可得 

垡 ， 

： L 

maxf nX2 ] t
， 

}J ∑ 
n：1 

妻 川 6 ) ， 
n：1 

a， b 

max{m ，n 2 

：。

n
A 一¨

耋 ] <[ m(P-1)(1-xt)a 不等式(15) 
类似于定理 1可证(14)和(15)等价，及(15)的常数因子为最佳值，证毕． 
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