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摘 　要 :建立了蒙特卡罗方法求解 Smoluchowski 方程 ,该方法通过产生随机数序列 ,从概率密度函数出发进

行随机抽样 ,模拟颗粒的凝聚过程 ,同时记录特征量的模拟结果以得到问题的解. 蒙特卡罗计算方法则是利

用计算机模拟离子碰撞情形 ,克服了有限差分法在体积分数较小时的上述弊端 ,并节省了大量运算过程和繁

冗的中间假设. 研究结果表明在凝聚过程中 ,无论是布朗运动还是剪切力作用 ,颗粒的形态对其尺寸分布均

有较大的影响 ,分形维数越低 ,絮体尺寸分布越集中 ,小颗粒尺寸数目较多 . 剪切力场下凝聚过程中的颗粒分

布受其影响尤为显著 . 研究结果同时表明 ,布朗运动下颗粒尺寸分布受时间影响甚微 ,颗粒尺寸分布变化不

显著 ,而剪切力场下颗粒的粒径分布受时间影响甚大 ,随絮凝时间的延长 ,大颗粒尺寸所占的比例逐渐增加.
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1917 年 ,波兰物理学者冯 ·斯莫卢霍夫斯基 (Marian Von Smoluchowski)基于扩散理论 ,提出了描

述离散分布颗粒凝聚过程中的动力学方程 :
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式中 : i , j , k 指不同尺寸的颗粒物 ; c 为最大颗粒的尺寸 ; n 为颗粒尺寸分布函数 ;β( i , j) 是颗粒尺寸为 i

和 j 两颗粒的碰撞频率函数 ;α为碰撞效率.

但随着混凝的进行 ,这种颗粒物的离散分布状态不复存在 ,颗粒粒径逐渐趋向于连续分布状态 ,因

此 ,1966 年 Friedlander 和 Wang 在 Smoluchowski 的基础上 ,提出了颗粒尺寸连续分布的碰撞模型 ,其

方程如下 :
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式中 : n( v , t) 代表 t 时刻絮凝体的尺寸分布函数 ; v 和 v1 是颗粒体积 ;β( v , v1 ) 是体积分别为 v 和 v1 两

颗粒的碰撞频率函数 ;α是碰撞效率.

关于 Smoluchowski 方程的求解方法可以归纳为两种[122 ] :一种是将方程转化成能够有解析解的形

式 ,从而得到近似的解析解 ;另一种是基于数学模型的矩方法 ( The moment met hod) 和有限差分方法

( Finite Difference) . 但就上述两种方法而言 ,产生的误差较多. 近年来 ,对混凝动力学方程的求解方法

发展方向为不进行直接的数值计算 ,而是对混凝本身的动力学过程进行模拟 ,在模拟颗粒混凝过程的同

时把相关参数记录下来 ,从而得到问题的解. 这种方法也就是所谓的计算机模拟实验. 从计算机模拟

所采用的方法来看 ,计算机模拟实验又可分为两种类型[324 ] :一种类型为随机模拟方法或统计试验方法 ,

又称蒙特卡罗方法 (Monte2Carlo met hod) ;另一类是确定性模拟方法. 在混凝过程中由于颗粒的凝聚

具有随机性[526 ] ,因此在进行模拟实验时所采用的方法多为蒙特卡罗方法[ 7 ] . 然而 ,由于混凝过程中颗

粒碰撞的随机性 ,形成的絮凝体形状也具有不规则性. 大量的研究结果表明 ,絮凝体具有分形构造特
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征 ,其结构与传统概念的规则体系相差甚大[829 ] . 因此 ,分形体系下混凝动力学方程的求解必然和传统

意义上的动力学方程求解具有很大的差异. 本论文正是基于上述考虑 ,介绍了蒙特卡罗方法在混凝动

力学方程求解中的应用 ,以及蒙特卡罗算法计算过程中的相关特征 ,并采用蒙特卡罗方法对混凝动力学

方程进行了求解 ,分析比较了不同分形构造的絮凝体动力学特征.

1 　Smoluchowski 方程的变量说明

1 . 1 　碰撞频率函数

引起混凝的动力因素有三种 ,即布朗运动、剪切力或紊流场、差异沉降. 这三种动力作用机制所形

成的混凝模式依然遵从方程的混凝基本方程 ,所不同的是影响混凝机制的碰撞函数β( v , v1 ) . 由于差异

沉降引起的混凝动力学在颗粒级别上和布朗运动以及剪切力作用下的颗粒级别相差较大 ,本论文中不

涉及差异沉降引起的混凝动力学方面的计算.

如前所述 ,由于混凝过程中形成的絮凝体具有分形构造特征 ,因此 ,传统意义上的碰撞频率函数和

分形体系下的碰撞函数必然存在显著差异. 表 1 即为两种情形下布朗运动和剪切力下的颗粒碰撞频率

函数.

表 1 　不同情形下碰撞频率函数

Tab. 1 　Flocculation collision functions under different condition

Brownian Motion Fluid Shear

Euclidean Theory
2 k T
3μ

( v1/ 3
i + v1/ 3

j ) ( v - 1/ 3
i + v - 1/ 3

j ) G
π ( v1/ 3

i + v1/ 3
j ) 3

Fractal Theory
2 k T
3μ

( v1/ D
i + v1/ D

j ) ( v - 1/ D
i + V - 1/ D

j )
G
π v (1 - 3/ D)

0 ( v1/ D
i + v1/ D

j ) 3

　　表 1 中 , T 为绝对温度 (本文设定为 298 K) ; k 为玻尔兹曼常数 ;μ为粘滞系数 ; G为速度梯度 ; D 为

分形为数 ,其余符号同前.

1 . 2 　变量说明

(1) 各尺寸颗粒的数目 :用向量 N 表示各尺寸级别的颗粒数目 ,元素 N i 表示尺寸级别为 i 的颗粒

的总数目. 用变量 m 表示系统中总颗粒的数目.

(2) 颗粒编号 :用向量 M 表示颗粒编号. 每个元素的值是颗粒的尺寸级别数. 例如 :第 i 个颗粒的

尺寸级别是“2”,那么 M i 的值为“2”. 当 M i 的值为“0”时 ,则认为此颗粒经过碰撞与其他颗粒发生凝聚

结合成新的颗粒而不存在了. 由于所有颗粒在起始时刻都是一级颗粒 ,因此所有的元素初始值均为 1 .

设系统中向量 M 总共有 h 个元素.

(3) 颗粒体积 : l i 表示颗粒的直径 ; v i 表示尺寸级别为 i 的颗粒的体积.

2 　蒙特卡罗算法说明

2 . 1 　混凝初始状态

(1) 系统是单分散系统 ,也就是说所有颗粒的尺寸大小都一样 ,都是一级颗粒 ,其它尺寸级别的颗

粒都是凝聚的结果. 选择 1 000 个颗粒进行计算 ,颗粒的直径选 10 微米. 用公式表达如下所示 :

N 1 (0) = 1000 　N l (0) = 0 　( l > l1 ) 　t = 0

(2) 颗粒的尺寸级别都是 1 ,即 : M i = 1 ,系统中 M 的元素个数为 1 000 .

(3) 颗粒总数目为 1 000 ,即 : 　　　　　　m = ∑
l = 1

N l (0) = 1000 = N (0)

(4) 为了比较容易的分析颗粒尺寸分布规律 ,通常用无量纲的颗粒体积η来表示 :

η=
v
v

式中 : v ( t) 是 t 时刻颗粒的平均体积.
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图 1 　蒙特卡罗方法计算框图
Fig. 1 　The computing flow chart of Monte2Carlo met hod

2 . 2 　程序计算框图

混凝过程的程序计算框图如图 1 所示. 任意时刻

从 h 个编号的颗粒中随机抽取两个颗粒 ,颗粒的编号

为 M p 、M q 颗粒的尺寸分别为 i , j . M p = i , M q = j . 按

照表 1 计算两颗粒的碰撞频率函数β( v i , v j ) ,并计算

t 时刻的βmax . 产生一个 0～1 之间的随机数 ,如果 R

< ( vi , v j ) /βmax ,认为体积分别为 vi 和 v j 的两颗粒发

生凝聚 ,产生体积为 vk 的颗粒. 否则认为颗粒不会凝

聚. 当 t 时刻颗粒数目小于初始颗粒总数目的一半时

则认为混凝已经完全发生 ,程序运行结束.

3 　模拟结果

3 . 1 　蒙特卡罗计算方法与有限差分法分析比较

混凝动力学方程的有限差分法计算比较成熟 ,其

计算结果已被大量采用. 为了验证本研究采用的蒙特

卡罗计算方法的正确性 ,将实验结果同有限差分法的

计算结果作了对比 ,见图 2. 从图 2 中可以看出 ,蒙特

卡罗计算结果和有限差分法的计算结果吻合比较好. 二者比较大的出入是有限差分法在体积分数较小

时 ,分布函数值较大. 这一原因应该是有限差分法初期的假设以及初期颗粒离散程度较大的原因 ,这一

结果也在其它研究中发现[10 ] ,而蒙特卡罗计算方法则是利用计算机模拟离子碰撞情形 ,克服了有限差

分法在体积分数较小时的上述弊端 ,并节省了大量运算过程和繁冗的中间假设.

　图 2 　蒙特卡罗与有限差分法计算比较 　　　　图 3 　不同絮凝体构造的蒙特卡罗模拟
　　Fig. 2 　Comparison of simulation result s between 　　　　　　　　Fig. 3 　Monte2Carlo simulation for different

　　　　Monte2Carlo and finite difference met hod 　　　　　　　　　　　　floc st ructure by Browing motion

3 . 2 　布朗运动下的模拟结果

图 3 为布朗运动作用下颗粒碰撞的蒙特卡罗模拟结果. 在该条件下 ,考虑了具有不同构造特征的

絮凝体分布情况 ,即对具有不同分形维数的颗粒间的碰撞情况进行了分析计算. 从图 3 中可以看出 ,在

布朗运动作用下 ,絮凝体的粒径分布呈现山峰形分布特征 ,在左侧该分布较右侧陡. 而且 ,初始颗粒的

分形维数越小 ,无量纲尺寸分布图像越窄 ,分形维数越大 ,尺寸分布图像相对宽阔. 这说明 ,当颗粒分形

维数比较小时 ,系统中的颗粒的尺寸大多集中在平均尺寸附近 ,也就是说系统中颗粒的尺寸分布比较均

一. 反之 ,分形维数较大时 ,颗粒的尺寸分布相对来讲比较离散.

3 . 3 　剪切力场下的模拟结果

图 4 为剪切力作用下颗粒碰撞的蒙特卡罗模拟结果.

同样 ,在该条件下 ,也考虑了具有不同构造特征的絮凝体分布情况. 从图 4 可以看出 ,在剪切力场下的

颗粒粒径分布特征也呈现山峰形分布特征 ,但其分布较布朗运动分布宽泛 ,说明剪切力对颗粒间的凝聚
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图 4 　剪切力场下不同絮凝体构造的

蒙特卡罗模拟
Fig. 4 　Montc2Carto simulation result s for

different flocst ructure by shear force

影响显著. 而且 ,初始颗粒的分形维数越小 ,尺寸分布越

靠左 ,而且分布函数的下降趋势越迅速. 这一结果说明

初始颗粒分形维数越小 ,小尺寸的颗粒占的份额较多 ,颗

粒尺寸分布比较集中 ,这一点和图 3 中的分析结果相类

似.

比较图 3、图 4 可以看出 ,无论是布朗运动 ,还是剪切

力场 ,颗粒形态对其粒径分布的影响是相同的 ,颗粒的分

形维数越小 ,即颗粒越疏松 ,其颗粒尺寸分布越集中 ,小

颗粒尺寸数目较多. 大量的研究结果表明[11213 ] ,分形维

数越小 ,颗粒结构越松散 ,在动力作用下 ,易于破碎而难

于形成大的絮凝体 ,从而造成比较集中的粒径分布特征 ,

本研究的模拟结果也说明了这一现象.

3 . 4 　不同絮凝时刻的絮凝体粒径分布规律

图 5 　不同时刻絮凝体的粒径分布情况
Fig. 5 　Characteristics of particle size dist ributions at different coagulation time

图 5 为布朗运动和剪切力场两种作用下不同时刻絮凝体粒径分布的蒙特卡罗模拟结果 ,其中图 5

(a)为布朗运动的模拟结果 ,图 5 (b)为剪切力场下的作用结果. 从图 5 中可以看出 ,布朗运动下颗粒尺

寸分布受时间影响甚微 ,颗粒尺寸分布变化不显著 ,这应该与布朗运动的本身有关. 布朗运动主要作用

于微小尺寸的颗粒 ,当颗粒成长到一定大小布朗运动已不起主导作用. 但是图 5 ( b) 说明 ,剪切力场对

颗粒的粒径分布随时间影响甚大 :随絮凝时间的延长 ,大颗粒尺寸所占的比例逐渐增加. 这与实际的混

凝是相符合的.

4 　结　论

论文建立了蒙特卡罗计算机模拟方法 ,对布朗运动和剪切力场下的混凝动力学基本方程进行了模
拟计算 ,可得到以下几点结论 :

(1) 蒙特卡罗计算方法则利用计算机模拟离子碰撞情形 ,克服了有限差分法在体积分数较小时的

计算弊端 ,节省了大量运算过程和繁冗的中间假设 ,能够得到比较理想的模拟计算结果.

(2) 在剪切力场下的颗粒凝聚 ,分形维数越小 ,尺寸分布越靠左 ,而且分布函数的下降趋势越迅速.

这一结果说明初始颗粒分形维数越小 ,小尺寸的颗粒占的份额较多 ,颗粒尺寸分布比较集中. 布朗运动

下的颗粒凝聚也具有上述特征 ,但是其影响较弱.

(3) 布朗运动主要作用于微小尺寸的颗粒 ,因此布朗运动下颗粒尺寸分布受时间影响甚微 ,颗粒尺

寸分布变化不显著 ;但是 ,剪切力场下由于水动力学的持续增加 ,颗粒的粒径分布受时间影响甚大 ,随絮

凝时间的延长 ,大颗粒尺寸所占的比例逐渐增加.
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Kinetic simulation of coagulation by Monte2Carlo method

J I N Peng2k ang1 ,2 , L I U H uan1 , Z H A N G J i ng1 , W A N G X i ao2chan g1

(1. School of Envir. &Muni. Eng. , Xi′an Univ. of Arch. &Tech. , Xi′an 710055 ,China ;

2. State Key Laboratory of Architecture Science and Technology in West China (XAUA T) ,Xi′an 710055 ,China)

Abstract :Based on the probability density function and random number arrays , Monte2Carlo method is to simulate the co2
agulation process , and record many characteristic parameters to gain the numerical solutions. By simulating particle colli2
sion conditions , the method is used to overcome a large number of assumptions in the t raditional numerical methods and

save a great deal of computing process. The result s showed that in the process of coagulation , under the condition of both

Brownian motion and fluid shear , the morphological characteristics of flocs play important role in the particle size dist ribu2
tion , the lower of the f ractal dimension of flocs , the more concentrated of the size dist ribution , indicating the flocs with

smaller size were formed. This is more notable for the coagulation by shear force. The result s also showed that the time

has lit tle effect on the particle size dist ribution for the coagulation by Brownian motion. While for the coagulation by shear

force , the time has great effect on the particle size dist ribution ,and the proportion of the particles with larger size is in2
creasing with the increase of flocculation time.
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